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Resumen

Este articulo tiene como objetivo realizar aportes a la caracterizacion del
desarrollo del pensamiento matematico a partir de problemas en clase de
matematicas. La investigacion tiene un enfoque cualitativo, bajo el disefio
de investigacion-accion con el uso de instrumentos como la observacion
participativa, cuestionario de pregunta abierta y la aplicacion de un
sistema de actividades a estudiantes de educacion basica. Los resultados
demuestran que cuando el docente enfrenta un grupo de estudiantes a
la construccion propia de una generalizacion en matematicas a partir
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de problemas, estos responden de manera eficaz, reflexionando sobre
la experiencia acumulada en intentos fallidos y acertados. Lo anterior
evidencia que el razonamiento matematico puede mejorarse con la practica
unida a la reflexion, permitiendo al docente aprovechar ambientes en los
que las preguntas, contradicciones, tensiones y sorpresas enriquecen su
practica y se convierten en elementos esenciales que cambian la forma de
ver y sentir las matematicas en sus estudiantes.

Palabras  claves: Pensamiento matematico, particularizacion,
generalizacion, resolucion de problemas.

Abstract

This article aims to make contributions to the characterization of the
development of mathematical thinking from problems in mathematics
class. The research has a qualitative approach, under the action-research
design with the use of instruments such as participatory observation, open
question questionnaire and the application of a system of activities to
basic education students. The results show that when the teacher confronts
a group of students with their own construction of a generalization in
mathematics from problems, they respond effectively, reflecting on
the experience accumulated in failed and successful attempts. The
foregoing shows that mathematical reasoning can be improved with
practice combined with reflection, allowing teachers to take advantage of
environments in which questions, contradictions, tensions and surprises
enrich their practice and become essential elements that change the way
the students see and feel Mathematics.

Key words: Mathematical thinking, particularization, generalization,
problem solving.

Introduccion

Fonseca (2016) afirma que “el desarrollo del pensamiento matematico
ha venido adquiriendo especial interés en la comunidad académica por
su funcidn en la ensefanza y el aprendizaje de las matematicas y en los
profesores por su inclusién en la conceptualizacion de competencias
matematicas” (p. 52). Sin embargo, resultados obtenidos en pruebas
nacionales como Saber, con las cuales el estado examina la calidad de
la educacion en diferentes niveles debaten que la escuela no favorece el
desarrollo del pensamiento matematico (MEN, 2017).
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Esto podria deberse a los enfoques tradicionales de la ensefianza y
aprendizaje de la matematica, que ain prevalecen en muchas escuelas,
ocupandose de promover la asimilacion y repeticion de conceptos, la
realizaciondeun procedimiento eficiente y pulcro de algoritmos inmutables
del conocimiento carentes de sentido por parte de los estudiantes.
Al respecto, Martinez (2013) afirma que ‘“‘saber realizar algoritmos es
indispensable, pero para solucionar problemas, competencia bésica de
la matemadtica escolar, se requiere la habilidad para utilizar nociones y
representaciones que estan estrechamente interconectados” (p. 13). Los
estudiantes de grado noveno de la Institucion Educativa Técnica Lopez
Quevedo presentan dificultad en esta habilidad, lo cual les impide llegar
a una generalizacion.

Es importante propiciar el proceso de generalizacion en los estudiantes,
ya que este es la suma de reconocer y dominar diferentes habilidades,
propiedades matemadticas y patrones (aritméticos y geométricos) a lo
largo de situaciones particulares.

Eneste sentido, estainvestigacion con enfoque cualitativo, bajo el disefio de
investigacion-accion tiene por objetivo realizar aportes a la caracterizacion
del desarrollo del pensamiento matematico a partir de problemas que
permitan llevar a un estudiante del proceso de particularizacion al de
generalizacion. Se toma como referente lo planteado por Mason, Burton,
& Stacey (1982), quienes realizan una propuesta metodoldgica basada
en la resolucion de problemas para desarrollar este tipo de pensamiento
matematico a partir de su sistematizacion, analisis y reflexion.

Marco Teodrico

El Desarrollo Del Pensamiento Matemdtico

Segun el Ministerio de Educacion de Singapur (2007) cuando el
estudiante es atraido por una situaciébn que le parece interesante, se
integran competencias, habilidades de pensamiento, conceptos y procesos
matematicos que le permiten dinamizar el pensamiento matematico. De
esta manera, el reto del docente es plantear buenos problemas.

En este sentido, Falk (2021) expresa, “la idea es que un buen problema nos
conduce a diseccionar las ideas matematicas y recomponerlas de manera
innovadora” (p. 15). Si el estudiante logra realizar este proceso puede
evidenciarse la creatividad, el ingenio y lo razonable de su solucion, lo
que constituye un pensamiento de alto nivel.
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Por su parte, Mason et al. (1982) asumen el pensamiento matematico
como “un proceso dinamico que permite el aumento de la complejidad
de las ideas que podemos manejar extendiendo nuestra capacidad de
comprension” (p.167). Para ello, han identificado tres fases en todo
proceso de resolucion de problemas de matematicas. Gémez (2009)
especifica cada una de estas fases de la siguiente manera:

Fase de abordaje: tiene que ver en formular el problema de forma precisa
y decidir exactamente qué es lo que se quiere hacer. Fase de Ataque: esta
determinada cuando se siente que el problema se ha instalado dentro de
la mente y es propiedad del individuo. Fase de Revision: momento en
que se da una mirada retrospectiva para mejorar y ampliar la capacidad
de razonamiento e intentar situar la resoluciéon en un marco mas general.

(p-3)

Por lo anterior, esta investigacion tiene en cuenta la propuesta
metodolégica de Mason, Burton, & Stacey (1982) en la resolucion
de problemas como una de las herramientas y vias para desarrollar y
caracterizar el pensamiento matematico de los estudiantes, a medida que
van experimentando las fases.

No cabe duda de la importancia de los problemas dentro del desarrollo
del pensamiento matematico. Por ende, es necesario abordar qué se
entiende por estos y por supuesto los autores que sustentan estas ideas. A
continuacion, se muestran los aspectos anteriormente mencionados, asi
como la definicion acogida para esta investigacion.

La Resolucion De Problemas

Takahashi (2007) establece que, “una de las formas de brindar a los
estudiantes la oportunidad de adquirir no solo conocimientos y habilidades,
sino también pensamiento matematico es ensefiar matematicas a través de
la resolucion de problemas™ (p. 2), porque solo esta actividad matematica
propicia que las preguntas conduzcan a los estudiantes a hacer conjeturas,
plantear problemas y buscar abstracciones y generalizaciones.

Al respecto Kleiner (1986) enfatiza que el desarrollo de conceptos
y teorias matematicas se originan a partir de un esfuerzo por resolver
un determinado problema. De esta manera, la resolucion de problemas
se convierte en una parte fundamental al momento de desarrollar y
caracterizar el pensamiento matematico.
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Schoenfeld (2020) seriala lo siguiente:

Un atributo de un buen problema es aquel que abre caminos para
conjeturas, para hacer conexiones, para abstraer, generalizar y para
nuevos problemas... porque la forma en que se construye la matematica
es mediante la busqueda constante de ampliar lo que sabemos a través de
generalizaciones, abstracciones y la busqueda de cuestiones de estructura.
(p. 1170)

En este sentido, el reto del docente estd en plantear buenos problemas
en los cuales los estudiantes desarrollen una comprension y aplicacion
profunda de los conceptos matematicos, a la vez que dan sentido a ideas
matematicas interconectadas, validas y aplicables.

Al respecto, Polya (1965) expresa que tener un problema es “ buscar de
forma consciente una accion apropiada para lograr un objetivo claramente
concebido, pero no alcanzable de forma inmediata” (p. 117). Por su
parte Krulik & Rudnik (1988) definen problema como “una situacion,
cuantitativa o de otra clase, a la que se enfrenta un individuo o un grupo,
que requiere solucion, y para la cual no se vislumbra un medio o camino
aparente y obvio que conduzca a la misma” (p. 11).

Esta investigacion acoge los problemas matematicos no rutinarios. Para
Selden et al. (1999), “son tareas cognitivamente no triviales” (p. 3), en las
que el estudiante se enfrenta sin conocer la via de solucion. También, Pérez
(2004) ratifica que “los problemas retadores que invitan al estudiante a
pensar autonomamente, a indagar, a cuestionar, a razonar y a explicar
su razonamiento” (p. 1). Estos problemas son muy interesantes porque
promueven la reflexion, la bisqueda de datos relevantes, estrategias
y técnicas satisfactorias de solucion y la limitacion de las posibles
soluciones.

Metodologia

Esta investigacion presenta un enfoque cualitativo y segiin Sampieri et
al. (2014), su finalidad radica en “describir, comprender e interpretar los
fenomenos, a través de las percepciones y significados producidos por
las experiencias de los participantes” (p. 11). Se adopta la investigacion-
accion en virtud de lo expuesto por Sandin (2003), ya que este disefio
pretende “propiciar el cambio social, transformar la realidad y que las
personas tomen conciencia de su papel en ese proceso de transformacion”

(p. 161).
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Lainvestigacion serealiza en Jerico (Boyacd) y cuenta con la participacion
de un grupo de grado noveno y el docente. Este tltimo se introduce en
el entorno escolar y con instrumentos como el cuestionario de pregunta
abierta, la observacion participante, el diario de campo y la grabacion
de audio de las sesiones de clase, propicia y caracteriza el desarrollo
del pensamiento matematico de los grupos focales conformados por
estudiantes.

Una vez recolectados los datos, se procede a describir y analizar el
pensamiento matematico desarrollado a partir de los problemas dados.
A continuacion, se caracterizan las concepciones que manifiestan los
estudiantes al resolver las actividades planteadas.

Resultados y Discusion

Ahora, se presentan las actividades que pretenden propiciar y desarrollar
el pensamiento matematico junto con las respuestas de los estudiantes. El
propdsito es que a partir de la siguientes fases ellos puedan construir la
férmula o generalizacion que da solucior al siguiente problema: ;cuantas
diagonales tiene un poligono regular de ™ lados?

El abordaje y la particularizacion

Se comienza por plantear diferentes poligonos con el proposito de
familiarizar al estudiante con el problema. La idea es que realice
planteamientos, vislumbre caminos de solucion a medida que va
aumentando el nivel de complejidad y, de esta manera, encaminarlo en
la fase de abordaje. Esta primera actividad reflexiva, fundamental para el
desarrollo del pensamiento matematico, permite apartarse un poco de los
detalles del célculo y analizar la forma en que se interpretan los distintos
objetos matematicos del problema. Para suplir esta necesidad, se plantea
una primera actividad que se puede ver en la Figura 1.

Durante el proceso de socializacion se evidencia que un 73% de los
estudiantes realiza observaciones de caracter visual, mientras que el
porcentaje restante logra reconocer, con el uso del lenguaje matematico,
los nombres, caracteristicas y propiedades de algunas de las figuras
geométricas, como se puede evidenciar en la Figura 1. El docente orienta'y
anima a los estudiantes en la bisqueda de argumentos que sean validados
por sus pares.
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Figura 1
Abordaje, socializacion y validacion de apreciaciones grupales.

Observe las siguientes figuras: Solucién

¥ & . - 0]
1. ;Cudl es el nombre de las anteriores figuras? e f:}yurus Lreados  Lon  [ineas

2. Enunecia algunas caracteristicas que poseen ;
g que p Son F-‘guro} _?mmrJ;r{f‘e;

ﬁ <:> q._myul'mw sue—loelet Lot

Todsy Sen poliganes ceguloecs

Fuente: el autor

Hay procesos concretos que ayudan al razonamiento matematico, en este caso
Mason et al. (1982) sefiala que la particularizacion “consiste simplemente en
concentrar la atencion en algunos ejemplos para entender mejor el significado
de la pregunta y descubrir ambigiiedades” (p. 20). Por lo tanto, se propone
la actividad expuesta en la Figura 2, cuyo proposito es identificar algunos
conceptos trascendentales para el ejercicio, como lo es el de diagonal.

Este nuevo acercamiento al ejercicio consigue identificar una intuicion primaria
en el estudiante, segiin Fischbein (1975) la adquisicion cognitiva proviene del
conocimiento y de la habilidad que se tenga frente a un tema.

Figura 2
Descubriendo ambigiiedades en el inicio del proceso de particularizacion.
Ordenada y comprensiblemente, responda: Solucion

3. ;Cuantas y cuales son las

diagonales que se pueden

obtener en la figura?

Fuente: el autor

Al encontrar dicha intuicion, y sin despejar la duda que aqueja a todos los
estudiantes, el docente plantea un nuevo problema como se evidencia en
la Figura 3, ya que Mason et al. (1982) proponen que nuevas y cuidadosas
particularizaciones, con la vista puesta mas bien en el por qué que en el qué,
pueden conducir a una intuicion clara de lo que esta ocurriendo realmente (p.
17). Este proceso contribuye a cambiar y formalizar la intuicion que se tiene
del concepto de diagonal.
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Figura 3

Respuesta de estudiantes a la actividad 4. Aclarando ambigiiedades a
partir de nuevas particularizaciones.

Ordenada y comprensiblemente, responda: Solucién
® AD

4. ;Cuantas y cuales son las Ll
(o]
diagonales que se pueden }><7( DA 2
C

—
obtener en la figura? 6 O asonslcs v CPp

Fuente: €l autor

Los estudiantes en este nuevo desarrollo a partir de los trazos aclaran,
individualmente, algunas caracteristicas propias de la diagonal. Sin
embargo, alin siguen considerando los lados de las figuras al contar las
posibles diagonales.

Escuchando las diferentes respuestas y observando los nuevos trazos de los
estudiantes en la Figura 3, el docente cuestiona la definicion de diagonal,
obteniendo las siguientes respuestas: es algo oblicuo, no es horizontal
ni vertical, es una linea que puede tener dos direcciones. Frente a estas
respuestas, se origina un didlogo entre docente y estudiantes tal como se
puede ver en la Figura 4, en la cual preguntas heuristicas encaminan al
estudiante a clarificar la definicion de diagonal (E significa estudiante. P
significa profesor)

Tras esta conversacion, los estudiantes nuevamente desarrollan el
problema planteado anteriormente y revelan respuestas como se observa
en la solucién de la Figura 4.

Figura 4

Mediacion para la construccion del concepto de diagonal y su resultado.
P: ;Cuantas lineas pueden pasar por dos puntos? Solucién 1 del dincié

Eﬁ; Una sola P: Y esa linea, ;tiene nombre? olucion luego de la mediacion
Estudiantes; --------

P: ; Cuantas lineas pueden unir dos puntos?
E7: también. P: ;también qué?

E7: pues, una sola profe. e

P: ;v esa linea que une dos puntos tiene nombre? € J?ss a/.,,ggro les
El: segmento EO9: recta

Estudiantes: -------- P: segmento [ {=n0

P: ;entonces. solo un segmento une dos puntos? 8 FR: [

E9: depende, desde el lado que se mure s1 es de aca a alla A
o de alla a aca.

P: luego no me habia respondido antes que solo un
segmento unia dos puntos.

E1: no s1 vrofe. tun solo seemento!

Fuente: el autor
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Es importante notar que el estudiante introduce el uso de simbolos que
le permiten elaborar posibles respuestas y representar el razonamiento de
una manera concisa, dando respuesta al interrogante ;qué puedo usar? En
ese sentido Mason et al. (1982) afirman que “explorar la capacidad de los
simbolos no resulta sencillo, como la gente suele creer, sino que depende
de que los simbolos se conviertan en algo tan familiar y significativo
como los nimeros a los que sustituyen” (p. 21). Teniendo un poco mas
claro el camino por seguir y aumentando el nivel de complejidad en las
particularizaciones presentadas, se plantea un nuevo problema.

Los estudiantes responden explorando la capacidad de lo que Mason et
al. (1982) llaman “lo que sé” (p.40) para este caso: debo trazar lineas que
unan dos puntos no consecutivos, y contar cada linea como una y solo
una ,es decir, trazar diagonales dentro de poligonos regulares, tal como se
evidencia en la Figura 5.

Figura 5

Verificando el cierre de la fase de abordaje.

Ordenada y comprensiblemente, responda: Solucion
5. ;Cuantas y cuales son las

diagonales que se pueden 8 AC AD
obtener en la figura? « _ ﬁt D& CE.

Ly}

Fuente: el autor

Asi mismo, se tiene una idea mas clara de lo que quiero: hallar el nimero
de diagonales de cualquier poligono de n lados. Segin Mason et al.
(1982) “El razonamiento entra en la fase de ataque cuando se siente que
el problema ya se ha instalado en la mente del estudiante y ya es suyo”

(p- 49).
Ataque

Se presentan nuevas particularizaciones con las cuales los estudiantes
empiezan a dilucidar nuevas conjeturas. Durante esta fase, pueden
ensayarse enfoques y planes para su solucion. El problema condujo a
realizar un listado organizado de las diagonales que se pueden obtener a
partir de un punto que el estudiante propone, y, en su orden, consigue ver
que a partir de determinado vértice el nimero de diagonales empieza a
disminuir (ver Figura 6).
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Figura 6

Vislumbrando caminos de solucion tras realizar listados de diagonales.
Ordenada y comprensiblemente, responda: Solucion

6. ;Cuantas y cudles son las — O (W ow 6D WF

diagonales que se pueden obtener N
en la figura?

Fuente: el autor

Los razonamientos expresados por los estudiantes y el manejo las
diagonales, asi como los simbolos que las representan, demuestran una
sensacion de seguridad en el estudiante. Este es uno de los momentos
claves, ya que a partir de ideas y de procesos de reflexion, el proceso
de particularizacion ahora es utilizado por el estudiante como evidencia
necesaria para el proceso de generalizacion. Ahora, el énfasis se desplaza
a intentar averiguar qué puede ser verdadero y por qué.

A la hora de presentar un nuevo problema con un grado de dificultad
mayor con respecto a los trazos por realizar y al conteo de las posibles
diagonales, el estudiante experimenta espacios de tension mirando
alucinado el problema, estas sensaciones son clasificadas por Mason et al.
(1982) propias de esta fase y asociadas a los estados de &nimo: jatascado!
y jagja! (p. 29). El docente, posibilita espacios en los que se expresen tales
sensaciones y, poco a poco, los estudiantes logran distanciarse de ese
estado de atasco.

Recordando las acciones que pueden llevar a cabo, los estudiantes tratan
de encontrar otras maneras posibles de hacer los calculos, hasta dar con
una representacion que muestre claramente por qué el resultado puede
valer en todos los casos. Se evidencia la adquisicidon del habito de tomar
notas para su propio uso mientras intenta resolver y dar respuesta de
manera general a los problemas. En este caso, a partir de la experiencia,
los estudiantes realizan listados sistematicos de las posibles diagonales
que pueden obtener. Para comprender lo anterior se puede observar la
Figura 7.

Voces v Reauipapes - Nim 8 . Ao 2022 « Paa. 107 - 120 116



EL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO MATEMATICO A PARTIR DE LA PARTICULARIZACION
Y SOLUCION DE PROBLEMAS - .~

Figura 7
Momento de realizar conjeturas.

Ordenada y comprensiblemente. responda: Solucién: enumeracion espontanea de
7. ;Cuantas y cuales diagonales en la figura

son las diagonales que
se pueden obtener en la
figura?

Fuente: el autor

Alli, el docente le resalta al estudiante que debe ser cuidadoso ante el
primer esquema o ley general que detecte y procurar comprobarlo con
ejemplos variados o con otras particularizaciones. Al expresar el esquema
general que se ha llegado a intuir, el estudiante va produciendo conjeturas,
que nuevas o anteriores particularizaciones pueden derribar.

Revision

Este es el momento en que el estudiante reflexiona y retrospectivamente
revisa el trabajo realizado, se observa que siente la necesidad de ampliar
su capacidad de razonamiento y busca una soluciéon en un contexto
mas amplio, mas general. Es el tiempo de buscar una razén general,
para comprobar que el esquema es valido. En la Figura 8, el estudiante
encuentra nuevas ideas de solucion, deja incompletos los trazos dentro de
la figura, da paso a los célculos operacionales para mejorar su solucion e
intenta generalizarla para resolver nuevos problemas. Aun sin estar bien

planteados, van apareciendo de manera natural y propia en la mente de
cada uno.

Figura 8

La importancia de las oneraciones en las conieturas del estudiante.

Fuente: el autor
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Intentando culminar y construir una formula general, se plantea a los
estudiantes un nuevo problema. Se brinda un espacio para que revisen
y construyan posibles generalizaciones, encontrando que efectivamente
desarrollaban una estrategia similar, a lo que ellos respondieron que la
idea clave habia sido el conteo inicial de las diagonales dentro de cada
una de las figuras. Se dieron cuenta de regularidades como lo menciona
E2: El primer y segundo punto siempre tenian el mismo nimero de
diagonales, de alli en adelante empezaban a disminuir, por eso se me
ocurrid aplicar una resta.

Es asi como los estudiantes llegan a la generalizacion presentada en
la Figura 9, la cual es revisada por cada uno de ellos en las diferentes
particularizaciones realizadas, dando un nuevo aspecto al problema y
ubicando la solucion en un contexto mas amplio.

Figura 9

Generalizacion y revision de los estudiantes.

Ordenada v comprensiblemente, responda: Solucién
8. ;Podria obtener el niimero de diagonales
sin la ayuda del trazo de segmentos?, L- tqdoﬁ Pe d.qmnl!.s .
;como lo haria?, proponga métodos e L=-3=0xl 21 = (L-3)xL
mntente llc\'m'lgs a cabo. g i
9. ; Como probaria que su meétodo es
correcto? s ‘l‘_a_}__!‘_E- M .__,_'1 » 3% » 20

? z

Fuente: el autor

Conclusiones

Los resultados muestran que, para propiciar el desarrollo del pensamiento
matematico, se debe promover un rol activo en el estudiante y, asi,
careciendo de una serie de pasos se sienta en la necesidad de movilizar
estrategias en la busqueda de la generalizacion a la solucion de un
problema.

Para generalizar las estrategias correctas y descartar las incorrectas, se
debe procurar no solo el acompafiamiento por parte del docente y sus
preguntas heuristicas, sino también el de nuevos problemas que permitan
particularizar. Los casos concretos permiten abrir el camino e introducir el
tema, captando mejor el significado del mismo y los casos mas complejos
permiten hacer conjeturas mas argumentadas, dando alli comienzo al
proceso de la generalizacion.
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A medida que aumenta la complejidad de la particularizacion de un
problema, el estudiante experimenta la necesidad de abandonar las
estrategias graficas o de conteo y procede a la busqueda de leyes o
algoritmos que generalicen su solucion, convirtiendo esta metodologia
en una herramienta flexible y sistematica que da sentido a los objetos
matematicos inmersos en el pensamiento matematico.
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