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Resumen

Reflexionando sobre las dificultades que se presentan tanto en la
enseflanza como en el aprendizaje de los aspectos relacionados con
el pensamiento espacial y los sistemas geométricos, especificamente
en el tema de las transformaciones isométricas, surgio la inquietud de
investigar ;Qué caracteristicas debe tener un dispositivo didactico para
orientar la enseflanza y el aprendizaje de las isometrias? Como punto de
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partida se disefid una prueba diagndstica cuyo objetivo fue determinar
los conceptos, las ideas y las relaciones que tienen los estudiantes con
respecto a las construcciones geométricas basadas en transformaciones
1sométricas de formas poligonales y poliédricas. Este articulo presenta
tanto el analisis de resultados de la aplicacioén de dicha prueba a un grupo
de veintinueve estudiantes de noveno grado, como las proyecciones para
disefiar una secuencia didactica que dinamice el modelo de Van Hiele
para dar soluciones descriptivas e instructivas para la comprension de los
topicos geométricos considerados.

Palabras claves: Modelo de Van Hiele, Transformaciones Isométricas,
Pensamiento Espacial.

Abstract

Reflecting on the difficulties that arise both in the teaching and in the
learning of aspects related to spatial thinking and geometric systems,
specifically in the subject of isometric transformations, the concern
prompted to investigate: What characteristics should a didactic device
have? to guide the teaching and learning of isometrics? As a starting
point, a diagnostic test was designed whose objective was to determine
the concepts, ideas and relationships that students have with respect to
geometric constructions based on isometric transformations of polygonal
and polyhedral shapes. This article presents both the analysis of the
results of the application of said test to a group of twenty-nine ninth
grade students, as well as the projections to design a didactic sequence
that dynamizes the Van Hiele model to give descriptive and instructive
solutions for the understanding of the geometric topics considered.

Key words: Van Hiele Model, Isometric Transformations, Spatial Thinking

Introduccion

El pensamiento espacial y los sistemas geométricos formulados en los
Lineamientos Curriculares, los Estandares Basicos por Competencias
y los Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA), se establecen como un
proceso transversal en los que el estudiante no debe saber solamente
definiciones o teoremas, sino que debe reconocer las reglas y aplicarlas
en diferentes situaciones o espacios, (MEN, s.f.). Ademads, debe ser un
proceso de construccion en el que estudiante analice, pruebe y construya
modelos que le permitan concluir o construir nuevos conceptos o saberes.
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Los Estandares Basicos por Competencias (MEN, 2006) y los Derechos
basicos de Aprendizaje (MEN, 2016) presentan el pensamiento y espacial
y los sistemas geométricos como parte fundamental de los procesos de
aprendizaje de las matemadticas, al ser transversales con los otros cuatro
pensamientos, expanden el espectro conceptual, En este caso particular
se hace referencia al estudio de las transformaciones isométricas en grado
noveno.

El problema de investigacion surgid de situaciones tradicionales de
aula, como lo afirman Monge & Vallejos (2012) “En la mayoria de las
instituciones educativas de nuestro pais, la ensefianza de la matematica
se da de forma magistral, el profesor explica la materia, realiza ejemplos
y los estudiantes hacen ejercicios, hasta lograr el resultado.”. Al respecto
(Leguizamon et al., 2015) expresan que:

Estas situaciones provienen posiblemente de las creencias que tiene el
profesor acerca de la naturaleza de las matematicas, uno de los factores
que condiciona su pensar y actuar en el aula y con el que construye el
marco dentro del cual utiliza los recursos, las estrategias cognitivas y
metacognitivas al trabajar las diferentes temdticas matematicas. (p.152)

Para el desarrollo de la investigacion se retomaron planteamientos
del trabajo realizado por Farias, (2017) y observando las dificultades
especificas con la ensehanza y aprendizaje de las transformaciones
isométricas se planted la pregunta: ;Qué caracteristicas debe tener un
dispositivo didactico para la ensefianza de las isometrias?

Para responder a esta cuestion se partio del disefio de una prueba
diagnostica cuyas actividades se fundamentaron en las caracteristicas de
los niveles de razonamiento propuestos pro Van Hiele y caracterizados
por Jaime Pastor, (1993) de la siguiente manera

Nivel 1. Reconocimiento: en el cual la descripcion de las figuras se
restringe principalmente a su aspecto fisico y a su posicion en el espacio.

Nivel 2. Andlisis: en este nivel los individuos deben poder describir las
partes que integran una figura y enunciar sus propiedades.

Nivel 3. Clasificacion: alcanzarlo requiere comprension de lo que es una
definicion matematica y sus requisitos.

Nivel 4. Deduccion Formal: en este punto el individuo debe estar en
capacidad de comprender y desarrollar demostraciones formales.

Nivel 5. Rigor: es el nivel mas avanzado de la propuesta y estar en ¢l
requiere capacidad para realizar deducciones abstractas basandose en un
sistema de axiomas determinado.
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Figura 1

Niveles y fases del Modelo de Van Hiele, (Diaz, s.f)
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Nota. El modelo Van Hiele es un modelo de razonamiento geométrico
estructurado a partir de aspectos instructivos, que permiten al docente
orientar la progresion de los cinco niveles y un aspecto descriptivo que
permite a los estudiantes progresar en los niveles, superando cinco fases
en cada uno de ellos.

Reflexion

Se plante6 una prueba diagnostica, que contiene siete actividades
formuladas desde las caracteristicas de los niveles del modelo Van Hiele.

Tabla 1 Niveles de Van Hiele vs Actividades

Nivel Actividades
Nivel 1. Reconocimiento. 2
Nivel 2. Analisis. 1
Nivel 3. Clasificacion. 3,4,6
Nivel 4. Deduccion Formal. 5
Nivel 5. Rigor. 7

Nota 1 La tabla relaciona las actividades de la prueba diagnostica con
los niveles de razonamiento de Van Hiele

La prueba fue presentada de manera presencial, los resultados se
sistematizaron usando el software SPSS, atendiendo a las distintas
resoluciones de la tarea de los alumnos. También se categorizaron las
explicaciones escritas de los alumnos y las anotaciones sobre los didlogos
mantenidos durante la realizacion de la actividad.
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El anélisis de la prueba diagnostica se desarrolldo desde un paradigma
de investigacion mixta definido por Herndndez Sampieri et al., (2014),
“como un proceso que recolecta, analiza y vincula datos cuantitativos
y cualitativos en un mismo estudio o una serie de investigaciones para
responder a un planteamiento del problema obteniendo resultados tanto
de forma como de fondo mas criticos y precisos”.

Se ha acudido al enfoque exploratorio, con un grupo de 29 estudiantes de
una institucion educativa de la ciudad de Tunja (Boyacd) y el objetivo de la
prueba fue determinar los conceptos, las ideas y las relaciones que tienen
los estudiantes con respecto a las construcciones geométricas basadas
en transformaciones isométricas de formas poligonales y poliédricas.
Esto como preambulo del disefio de una secuencia didactica encaminada
a la construccion de conceptos y comprension de las transformaciones
isométricas.

Resultados y Discusion

La prueba diagnodstica fue el punto de partida para establecer las
caracteristicas que debe tener un dispositivo didactico mediante el cual
se pueda orientar la ensefianza y el aprendizaje de las isometrias. Esta
prueba se formuld como instrumento para estructurar la primera fase de
un proyecto, cuyo objetivo es establecer elementos de comprension de
las transformaciones isométricas mediante el uso del software GeoGebra
desde los niveles de razonamiento geométrico de Van Hiele. La prueba se
estructur6 mediante siete actividades, cada una de ellas exige llevar a cabo
procesos progresivos en torno a los niveles de razonamiento propuestos
por los esposos Van Hiele.

La primera actividad explord el nivel de Analisis (Nivel 2) y se planteo a
los estudiantes definir ocho conceptos geométricos basicos.

Figura 2
Definicion de conceptos
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Nota 2. La imagen refleja la generalidad de las respuestas, en las cuales
los estudiantes no definieron el plano y en cuanto a los demas conceptos
no tienen un significado unificado ni apto, teniendo en cuenta el grado en
el que se encuentran.

Aproximadamente el 50% de los estudiantes defini6 mas de cinco
conceptos. Sin embargo, no expresan de forma clara la relacion del
significado con lo que representa la estructura formal, mostrando que, si
imagina el objeto, pero no lo puede definir correctamente o su respuesta
es—ambigua. El 17% de los estudiantes no define ningin concepto, se
infiere que no reconocen el concepto, y en otros casos tienen dificultades
léxicas para construir un concepto.

La segunda actividad corresponde al nivel de reconocimiento (Nivel 1)
se privilegia la visualizacion presentando un geoplano y un tridngulo
equilatero, sin advertir por escrito las propiedades, se pide al estudiante
que ubique el tridngulo en diferentes posiciones sobre el plano y describa
en términos geométricos cada una de las transformaciones que se
presenten.

Figura 3

Algunas propuestas

Nota 3 Aunque la imagen presentada era claramente un triangulo
equilatero, las respuestas muestran que los estudiantes no se percataron
de esta condicion, tampoco se fijaron en la conservacion del tamario ni la
forma y dibujaron todo tipo de triangulos.

La tercera actividad se asocia al nivel de Clasificacion (Nivel 3) se
presentan tres triangulos y se le pide al estudiante clasificarlos segun la
medida de los lados y seglin sus dngulos.
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Tabla 2

Resultados de la clasificacion de los triangulos segun sus lados

Cantidad de triangulos . . Porcentaje Porcentaje
. Frecuencia  Porcentaje o
clasificados valido acumulado

Cero 7 24,1 24,1 24,1
Uno 1 3.4 3,4 27,6

Valido Dos 2 6,9 6,9 34,5
Tres 19 65,5 65,5 100,0
Total 29 100,0 100,0

Nota 4 Aunque la imagen presentada era claramente un triangulo
equilatero, las respuestas muestran que los estudiantes no se percataron
de esta condicion, tampoco se fijaron en la conservacion del tamario ni la
forma y dibujaron todo tipo de triangulos.

Tabla 3

Clasificacion de los triangulos sus angulos

Cantidad de triangulos . . Porcentaje Porcentaje
. Frecuencia = Porcentaje o
clasificados valido acumulado
Cero 26 89,7 89,7 89,7
Valido Uno 3 10,3 10,3 100,0
Total 29 100,0 100,0

Nota 5 Cuando los estudiantes clasificaron los triangulos de acuerdo a
los angulos (tabla 2), aparecieron respuestas que incluian los términos

[z 2 [ » . ’ .
agudo” “obtuso”, aunque no correspondieran a la caracteristica
especifica.

Figura 4

Clasificacion de triangulos segun sus lados y angulos

Nota 6 Los estudiantes saben los nombres de los angulos, pero no la
correspondencia con los tridngulos
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La cuarta actividad, también asociada al nivel de Clasificacion (Nivel 3),
presenta tres figuras, la inicial y dos traslaciones de esta y las respuestas

se categorizaron asi: “no reconoce la traslacion”, “reconoce la traslacion”
0 “reconoce y describe la traslacion”.

Segtn las respuestas el 20 % de los estudiantes reconoce y describe la
traslacion (pertenecen a la tercera categoria), 50 % de la muestra ni
reconoce, ni describe una traslacion se destacan respuestas como: “la
figura se va copiando por el plano cartesiano”, “la figura se desplaza 2
veces en el plano cartesiano, este se traslada 14 puntos”, “para obtener la
figura dos se traslada 4 unidades hacia la derecha” y “la figura se traslada

hacia el lado derecho positivo”.
Figura 5

Definicion de traslaciones

Nota 7 Quienes lograron identificary describir las traslaciones, reconocen
y tienen en cuenta elementos, como las coordenadas, y la conservacion
de la forma y el tamario.
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Los estudiantes que lograron hacer un acercamiento a la transformacion,
usan elementos y conceptos que reconocen. Sin embargo, aunque puedan
describir el movimiento de la figura, atin no logran conceptualizar de
manera mas formal lo que es una traslacion.

La quinta actividad se orienta al nivel de Deduccion Formal (Nivel 4). En
la que se propuso una imagen que muestra homotecias de un cubo para
indagar si el estudiante reconoce qué tipo de transformacidon se muestra
en el grafico, como describe la construccion y qué particularidades puede
identificar en las figuras.

Los resultados manifiestan que el 72 % de los estudiantes no reconocen
ninguna caracteristica de la transformacion (dejaron en blanco el espacio
de las respuestas), por otro lado, quienes intentaron dar respuesta, no
relacionaron las transformaciones con una homotecia, esto lo evidencian
algunas descripciones.

Figura 6
Homotecias
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Nota 8 Especificamente el término homotecia no es referido por los
estudiantes, pues describen situaciones de cambios de dimensional sin
mencionarlo.

En particular los estudiantes no ejecutan procesos relacionados con la
deduccion formal ni con la transformacion de caracteristicas geométricas
en conceptos matematicos, tampoco clasifican los objetos propuestos
dentro del concepto de las transformaciones.

La sexta actividad relacionada con el nivel de Deduccion Formal (Nivel
4), presenta al estudiante un poligono resaltando tanto geométricamente
como en el enunciado la presencia de una simetria la intencién de la
actividad es que el estudiante a partir de la grafica construyera el concepto
de simetria.
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Figura 7

Definiciones de Simetria

La mayoria de los estudiantes pudieron reconocer el movimiento de la
figura, sin embargo, no reflejan en sus descripciones el reconocimiento
del eje de simetria, impidiéndoles construir claramente la definicion. Esto
manifiesta que los estudiantes atin no han alcanzado el nivel de deduccion
formal. Este resultado corrobora otros de investigaciones previas, como
las de Jaime Pastor, (1993) y Alsina et al. (s.f.)en las cuales los estudiantes
solamente han alcanzado el nivel 3.

Finalmente, la actividad siete se asocia al nivel de Rigor (Nivel 5).
Se presenta a los estudiantes dos construcciones tridimensionales,
un dodecaedro y un tetraedro, en el caso del dodecaedro, se presenta
la construccién y ademas dos planos que seccionan la figura en dos
partes exactamente iguales, la idea es que el estudiante determine las
caracteristicas basicas de la figura e identifique las simetrias del poliedro.

Retomando los resultados obtenidos de la sexta actividad se infiere que los
estudiantes no estan en capacidad de relacionar figuras bidimensionales,
Esto se extendio a los resultados de la actividad propuesta con figuras 3D.

En general los estudiantes identifican y caracterizan someramente los
poligonos y poliedros a partir de los elementos geométricos basicos como
las caras, aristas, vértices y poligonos, pero no relacionan los nombres de
los poliedros ni por la cantidad de caras ni por su forma, tampoco tienen en
cuenta los planos que dividen la figura. Se restringen a las caracteristicas
elementales de las figuras que se estudian repetitiva y mecénicamente
durante los primeros afos escolares.
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Conclusion

La estructuracion del instrumento analizado se realiz6 teniendo en cuenta
los niveles de razonamiento de Van Hiele, pero no de manera progresiva
por ello el orden de las actividades no corresponde estrictamente al orden
de los niveles. Sin embargo, se lograron determinar las restricciones y
condiciones que tienen los estudiantes para razonar geométricamente.

Aunque la estructura del instrumento no afect6 el propdsito del analisis,
al proyectar una secuencia es necesario que las actividades se planteen de
forma gradual, tanto para las fases que permiten avanzar en los niveles,
como para los niveles mismos.

Al analizar la prueba se encontrd que los conceptos, ideas y relaciones
de los estudiantes respecto a las construcciones geométricas basadas en
transformaciones isométricas de formas poligonales y poliédricas son
auin elementales y estan regidos a las caracteristicas primarias, repetitivas
y mecanizadas.

Los resultados permiten inferir que los estudiantes identifican elementos
basicos de las figuras geométricas y de algunas construcciones que se
pueden hacer con ellas, pero esto no es suficiente para conceptualizar de
forma concreta. La escasa fundamentacion de los conceptos geométricos
les impide construir definiciones y caracterizar objetos Venegas, (2015).
Esto se refleja los escases de 1éxico para responder a las preguntas y
describir situaciones.

Los estudiantes tienen, por lo general, una representacion mental de los
objetos, pero el tipo de lenguaje que utilizan para construir conceptos, o
la ausencia de respuestas, demuestra que es necesario disefar esquemas
que contribuyan a la aprehension de lenguaje geométrico que permita
describir e identificar objetos de manera mas precisa.

El andlisis de la prueba diagndstica no solamente permitié determinar
los conceptos, las ideas y las relaciones que tienen los estudiantes con
respecto a las construcciones geométricas basadas en transformaciones
1sométricas de formas poligonales y poliédricas. Sino que también se
proyectan algunas caracteristicas que debe tener un dispositivo didactico
que permita orientar la ensefianza y el aprendizaje de las transformaciones
isométricas

Por ejemplo se asume que es posible realizar una fundamentacién
tedrica partiendo de la hibridacion de la Teoria de los Registros de
Representaciones Semidtica (TRRS) y la Teoria de los Campos
conceptuales (TCC), teniendo en cuenta que estas se enfocan en el
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desarrollo de procesos cognitivos que llevan a la generacion y ejecucion
de procesos matematicos a partir del tratamiento de objetos, permitiendo al
estudiante modelar nuevas representaciones de orden verbal, conceptual
y geométrico Godino, (s.f.).

Se propone disefiar un dispositivo didactico apto para los ambientes
hibridos de aprendizaje, con fundamentacion tedrica que vincule los
procesos y los objetos, y que dinamice el modelo de Van Hiele, tanto
en su aspecto instructivo, como en su aspecto descriptivo vinculando
los Ambientes Virtuales de Aprendizaje (AVA) y las Tecnologias de
Aprendizaje y Conocimiento (TAC).
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