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Resumen

La descripcion y los resultados de la aplicacion de un material didactico
orientado a favorecer la capacidad de la actividad cognitiva de conversion
del registro grafico en algebraico y viceversa, de los sistemas de objetos
matematicos de ecuaciones lineales 2 x 2 para la solucion de problemas
siguiendo la Heuristica de Polya (1965). Las actividades planificadas se
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llevaron a cabo con un grupo de estudiantes de décimo afio de un instituto
privado ubicado en el municipio de Santa Rosa de Viterbo Boyaca. La
metodologia de investigacion se enmarco en el paradigma mixto con
énfasis cualitativo y su alcance fue exploratorio, donde se desarrollaron
las fases de la Ingenieria Didactica con el enfoque de microingenieria.
El desarrollo de la intervencion mostré que el disefio de una secuencia
didactica basada en el marco de resolucién de problemas favorece los
procesos de conversion entre diferentes representaciones, asi como
la exploracion de los métodos de solucion para un sistema 2 x 2 de
ecuaciones lineales. Se muestra como la poblacion estudiada reconociod

el objeto matematico en la representacion grafica y algebraica.

Palabras claves: resolucion de problemas, actividad cognitiva de

conversion, ingenieria didactica, objeto matematico.

Abstract

The description and results of the application of a didactic material oriented
to favor the capacity of the cognitive activity to convert the graphic
register into algebraic and vice versa, of the systems of mathematical
objects of linear equations 2 x 2 for the solution of problems following
the Heuristic by Polya (1965). The planned activities were carried out
with a group of tenth-year students from a private institute located
in the municipality of Santa Rosa de Viterbo Boyaca. The research
methodology was framed in the mixed paradigm with qualitative
emphasis and its scope was exploratory, where the phases of Didactic
Engineering were developed with the microengineering approach. The
development of the intervention showed that the design of a didactic
sequence based on the problem-solving framework favors the conversion
processes between different representations, as well as the exploration of
the solution methods for a 2 x 2 system of linear equations. It shows how
the studied population recognized the mathematical object in the graphic

and algebraic representation.

Key words: problem solving, cognitive conversion activity, didactic

engineering, mathematical object.
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Introduccion

En los Lineamientos Curriculares de Matematicas propuestos por el
Ministerio de Educacion Nacional (MEN), los procesos generales de la
actividad matematica se establecen como una dimension transversal a los
cinco pensamientos en matematica, dentro de estos procesos generales se
encuentra la formulacion, la manejo y resolucion de problemas, lo que
le permite movilizar diferentes formas de razonamiento en matematicas;
Ademads, en los Estandares Basicos de Competencias Matematicas
(20006), el pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos,
que son parte fundamental para abordar objetos matematicos como los
Sistemas de Ecuaciones Lineales 2x2 (SEL 2x2), son considerados de
gran importancia. Importancia en la educacion matematica en el noveno
ano de la educacion secundaria basica, aqui es donde un estudiante toma
su primer enfoque.

Leguizamoén (2017, p.75-76), realiza un acercamiento a la nocion de
problema basado en la siguiente revision documental:

Hoc (1987) citado por Chamorro (2003, p. 276) “un problema es la
representacion de un sistema cognitivo construido a partir de una tarea, sin
disponer inmediatamente de un procedimiento admisible para alcanzar el
objetivo”. Otra postura por mencionar es la de Schoenfeld (1985) citado
por Santos (2007, p. 48) para el cual “un problema es una tarea dificil
para el individuo que esta tratando de hacerla”. Como se puede deducir
de las posiciones anteriores, un problema es una encrucijada en donde
hace falta ingenio para poder salir de ella. Para el caso matematico se
pueden aplicar las anteriores definiciones con la particularidad que las
situaciones se refieren a entes matematicos, lo que si es claro es que
solucionar un problema matematico va mas alla de aplicar algoritmos y
realizar operaciones.

Enrazon a esto, Polya (1965) plantea un método que orienta la solucion
de problemas mediante la aplicacion de un esquema de razonamiento
o heuristica que contempla el siguiente procedimiento: comprender el
problema, concebir un plan, ejecucion del plan y examinar la solucion.

Comprender el problema hace referencia a que el estudiante responda
a preguntas tales como: ;qué le pide el problema?, ;cudles son los datos?,
(hay informacion que le brinda el problema que no se requiere para la
solucion de este?
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Concebir un plan permite recurrir a la experiencia en cuanto a la forma
de como ha solucionado problemas parecidos o anteriores, estableciendo
estrategias que va a usar el estudiante para resolver el problema, estas
pueden ser desde aplicar pruebas de ensayo y error, hasta plantear toda
una tactica que le permita intentar llegar a la solucion de este.

Ejecucion del plan busca poner en practica el plan trazado, se inicia
cuando tiene claridad del punto de partida y los percances que puedan
presentarse, generalmente se usan procedimientos matematicos que
permiten darle solucion al problema.

Examinar la soluciéon obtenida es ver si el proceso desarrollado
permitio resolver el problema. En este ultimo paso, el estudiante estd
en la capacidad responder ;Su respuesta cumple con lo pedido en el
problema?, ;la solucion tiene sentido?, jconsidera que existe alguna otra
solucion? ;Cual seria?

Para la solucion de problemas que involucran SEL 2 X2, existen
diferentes métodos convenciones tratados en la Educacion Basica
Secundaria, entre estos el método de eliminacion, sustitucion, igualacion
y determinantes y grafico. Se ha evidenciado en el trabajo realizado en
aula que en la mayoria los estudiantes no recurren al método grafico para
la solucion de un SEL 2 %2, es decir, predomina los métodos algebraicos
convencionales. Frente a esto, Ramirez (1997) plantea que los estudiantes
“no efectian la representacion y resolucion grafica de un sistema de
ecuaciones lineales, dandole un estatus inframatematico a este registro de
representacion” (citado en Segura, 2004, p.52), otros de los factores de
acuerdo Pérez, (1998) es que “recurren pocas veces al pasaje del registro
grafico al algebraico para resolver un sistema de ecuaciones lineales”
(citado en Segura, 2004, p.52). Indicando una disociacion entre la
representacion algebraica con la grafica de un SEL 22 para la resolucion
de problemas.

Un SEL 2x2 en el registro algebraico es un conjunto de ecuaciones
formado por un par de ecuaciones lineales (de grado uno) con dos
variables, se aclara, que para este registro el uso de la variable como
incognitas. Respecto al registro grafico cartesiano de un SEL 2x2, se
acude a la herramienta matematica del plano cartesiano con la ubicacién
de pares ordenados expresando la dependencia entre las dos variables; en
este registro el uso de las variables es utilizado para expresar cantidades
que varian conjuntamente, su grafica muestra la soluciéon de un SEL 2x2
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y estas pueden ser rectas paralelas (ninguna solucion), secantes (solucion
unica) o coincidentes (infinitas soluciones).

La investigacion relacion6 los registros de representacion algebraica
con el grafico cartesiano del objeto matemdtico en estudio, el cual
correspondid a un SEL 2x2, al igual que los métodos convencionales de
solucién empleados en el nivel de escolaridad los estudiantes de grado
noveno. Con respecto a la representacion algebraica €sta “permite recoger
la generalidad a través del simbolo, en términos de ser un representante
de cualquier elemento de un determinado conjunto numérico” (Garcia,
2013, p.46); de otra parte, en el registro grafico cartesiano de acuerdo con
Azcarate y Deuloffu (1996) “es un excelente instrumento para expresar
la dependencia entre dos variables, ademas comentan que la capacidad
para leer, interpretar y construir graficas cartesianas, permite establecer
la relacion existente entre magnitudes representadas” (citado por Garcia,
2013, p.47).

Gracias a las nuevas interpretaciones que permite el campo de la
semiotica en las matematicas, ha permitido reconocer dimensiones de
los objetos matematicos “en el sentido que no son accesibles perceptiva
o instrumentalmente” (D”Amore, Fandifio y lori, 2013, p.7), de modo
que es necesario acceder a éstos mediante sus representaciones. La
trasformacion es la propiedad fundamental de las representaciones
semidticas, la cual se tiene en cuenta para los cambios entre registros, a
este proceso Duval (1999) denomina la actividad cognitiva de conversion
y la define de la siguiente manera: “es una trasformacion que produce una
representacion en un registro diferente conservando los objetos” (p. 40).

Metodologia

La investigacion se enmarco en el paradigma de investigacion mixta;
Sin embargo, para ser precisos, se requirié un analisis con predominio
cualitativo y el alcance fue exploratorio, lo que abre un camino para
futuras investigaciones en este contexto particular. Se llevo a cabo en
una institucion privada ubicada en el municipio de Santa Rosa de Viterbo
(Boyacd), donde participaron 15 alumnos de décimo grado, quienes
fueron seleccionados con base en el hecho de tener conocimientos
previos sobre SEL 2 x 2 y se llevo a cabo tomando en Tener en cuenta las
consideraciones éticas el consentimiento informado de los estudiantes,
tutores y administradores.
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Debido a la delimitacion del tema abordado y las particularidades del
aula, la investigacion se estructurd desde la microingenieria didactica y
segin Artigue (1995) este tipo de estudios con este enfoque son factibles
de realizar, sin embargo “[...] Aunque permiten tener en cuenta localmente
la complejidad de los fenémenos de clase, no permiten vincularla con la
complejidad esencial de los fenomenos asociados a la duracion de las

relaciones entre ensefianza y aprendizaje” (p. 36-37).

Diserio metodologico de la investigacion. En la metodologia de la
ingenieria didactica, Artigue (1995) establece cuatro fases: 1) analisis
preliminares, 2) concepcion y el andlisis a priori, 3) experimentacion, 4)
analisis a posteriori y validacidon. A continuacion, se hace una descripcion

de cada una de las fases y la forma como se adapt6 a la investigacion.

Primera fase: anélisis preliminares. Es la forma como el investigador se
aproxima ¢ indaga al objeto de estudio, para Artigue (1995) el andlisis en
esta fase se realiza bajo tres dimensiones: 1) epistemologica, 2) cognitiva
y 3) didéctica, de igual manera un analisis del campo de restricciones

donde se va a situar la realizacion didactica efectiva.

La dimension epistemologica, es asociada a las caracteristicas del
saber en juego. Por tal motivo se realizo un estudio sobre la naturaleza,

representacion y significado del objeto matematico SEL 2x2.

La dimension cognitiva, se estudia las caracteristicas cognitivas del
publico al cual se dirige la ensefianza, para tal caso, se disefid y se aplicd
un cuestionario diagnostico a los 15 estudiantes y tenia como proposito
conocer los cambios entre registros de representacion semidtica que
manejaban los estudiantes especialmente la conversion del registro
algebraico al grafico y viceversa, al igual que la identificacion de la
representacion y resolucion grafica de un SEL 2x2. Para su solucion se

dio un espacio tiempo de dos horas.

Ladimensiondidactica, serefierealas caracteristicasdel funcionamiento
del sistema de ensefianza, para tal fin, se hizo un analisis cualitativo a las
herramientas que la institucion disponia para los procesos de ensefianza y
aprendizaje de la tematica, donde se identifico que el tinico recurso era un
libro guia, el proposito fue conocer las actividades cognitivas asociadas
especialmente la conversion y los registros frecuentemente utilizados en

el estudio de SEL 2x2.

Voces v ReaLpADES - Nom 5 . Afio 2020 + Pia. 43 - 56 48



RELACION GRAFICA Y ALGEBRAICA DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES %+
LINEALES 2x2 PARA LA RESOLUCION DE PROBLEMAS ~N7

El analisis del campo de restricciones se encuentra relacionado con
el contexto de la investigacion y descripcion de la poblacion con la que
se experimento cada actividad disefiada, por tanto, se llevo a cabo con la
poblacion mencionada anteriormente, sus edades estaban en un rango de
14 a 16 afios de edad.

Segunda fase: concepcion y el andlisis a priori. El investigador “toma
la decision de trabajar con un determinado nimero de variables del
sistema no fijadas por las restricciones llamadas variables de comando”
(Artigue, 1995, p.42). Existen dos tipos de variables “las variables
macro-didacticas o globales, concernientes a la organizacién global de
la ingenieria. Y las variables micro-didacticas o locales, concernientes
a la organizacion local de la ingenieria, es decir, la organizacion de una
secuencia o fase” (Artigue, 1995, p.42).

Respecto a variables macro-didacticas o globales se tuvo en cuenta
aspectos de lamatematica como: 1) establecer el conjunto numérico, el cual
fue los numeros reales, 2) planteamiento de los problemas que requerian
plantear SEL 2x2 cuya solucién puede ser por métodos algebraicos o
grafico. Por otro lado, aspectos cognitivos como la conversion del registro
grafico al algebraico y viceversa, de este objeto matematico.

Lo que tiene que ver con las variables micro-didacticas o locales se
identificaron las que intervienen en el material disefiado, especificamente
las asociadas al registro grafico y algebraico, del registro grafico:
1) ubicacién de pares ordenados y reconocimiento de la grafica, 2)
significado de la coordenada cartesiana de la interseccion entre dos rectas,
del registro algebraico Unicamente en reconocimiento y representacion
del uso de las variables (variables como incognitas y las variables para
expresar cantidades que varian conjuntamente) utilizadas en el SEL 2x2.

Esta fase cumplio con dos objetivos: 1) disefiar el material didactico,
2) se realizd un andlisis a priori, es decir, resultados esperados, en cuanto
a dificultades y posibles soluciones.

Tercera fase: experimentacion. Es la aplicacion del material disefiado,
y alli se explica la forma de trabajo, las funciones a cumplir por parte del
profesor en y el rol de los estudiantes. El desarrollo de cada actividad
didactica fue de manera individual y se recolectaron las producciones
escritas por el estudiante. Se disefid un cronograma de ejecucion,
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teniendo en cuenta las sesiones de clase de matematicas establecidas
por la institucion, donde semanalmente de aplicaba una actividad con
duracion de dos horas.

Cuarta fase: andlisis a posteriori y validacion. De acuerdo con Artigue
(1995), el andlisis a posteriori “se basa en el conjunto de datos recogidos
a lo largo de la experimentacion” (p.48). Se analizaron cuantitativa
y cualitativamente las producciones escritas por los estudiantes y es
orientado a identificar la representacion y solucion de un SEL 2x2 que
utilizan los estudiantes cuando participen en cada una de las actividades.
Para la validacion se realiz6 una contrastacion de los comportamientos
esperados (apriori) conlos que realmente sucedieron en laexperimentacion
(a posteriori).

Técnicas e instrumentos de investigacion. Los instrumentos utilizados
fueronun cuestionario diagnostico aplicado en la fase de anélisis preliminar
y fue sometido a pares evaluadores. De igual manera se disefiaron cuatro
actividades, tres de ellas estaban dirigidas a reconocer la representacion
y resolucion grafica del objeto matematico de estudio y tan solo una se
estuvo a la expectativa a que método de solucion los estudiantes recurrian;
fueron aplicadas en la fase de experimentacion. Respecto a las técnicas
de investigacion utilizadas se describio y se analizé el material didéactico
aplicado (cuatro actividades) y el cuestionario diagnostico.

Resultados

A continuacion, se presentan los resultados analizados en la fase
cuatro sobre analisis a posteriori y validacion de la Ingenieria Didactica.
Respecto a la conversion entre registro grafico y algebraico y viceversa, y
los métodos de solucion de un SEL 2%2 para la resolucion de problemas,
trabajados por la poblacion de estudio en las actividades.

Actividad 1.Al estudiante se le dio lainformacion de la siguiente manera:
primero la definicion de circunferencia como espacio geométrico segun la
métrica euclidiana y su grafica con centro (-2,3) y radio 3 unidades; luego
un enunciado de acuerdo con la métrica propuesta Minkowski (métrica
del taxista) donde se pueden lograr representaciones diferentes, partiendo
del mismo punto (-2,3) y desplazandose en forma horizontal, vertical
o en ambas (sin cambiar de sentido) con el nimero correspondiente al
radio anterior; finalmente, se les solicitd a los estudiantes la siguiente
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informacion respecto a la primera actividad: a) ;cual seria la grafica? b)
elabore una tabla donde ubique las coordenadas cartesianas de la grafica
encontrada, ¢) ;cudles puntos destacaria de la grafica? y d) encuentre las
ecuaciones de las rectas que limitan la figura.

Con la pregunta ;cual seria la grafica?, los estudiantes reconocieron
los cuatro SEL 2%2 con tnica solucion en el registro grafico, donde cada
sistema es conformado por rectas que se interceptan dos a dos. Luego de
que identificaron los cuatro vértices del rombo como puntos destacados,
lograron plantear los sistemas, donde el 73% de los participantes acudio
algiin método algebraico para su solucion, concluyendo que los valores
hallados satisfacen las igualdades y coinciden con los pares ordenados
(x, y) de la grafica, esto se evidenci6 en el cuarto paso de la heuristica de
Polya (1965).
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Figura 1. Evidencia del reconocimiento de las rectas que conformaron los SEL 2x2 y forma
como los estudiantes utilizaron el método de eliminacion para comprobar los vértices del rombo.

Actividad 2. Se presentd un enunciado que solicitaba encontrar la
coordenada del centro de un rectangulo, sabiendo que tiene 4 unidades de
ancho y 6 unidades de largo, luego comprobar que la coordenada central
del rectangulo es la correcta. En el segundo paso de la heuristica de
Polya (1965) los estudiantes trazan las rectas diagonales del rectangulo,
representando graficamente un SEL 2X2 con Unica solucion y en el tercer
paso de la heuristica de Polya (1965) comprueban que dicha coordenada
cartesiana central es la correcta, para ello los estudiantes hicieron la
actividad cognitiva de conversion del registro grafico al algebraico del
objeto matematico de estudio, es decir, plantearon el sistema y para
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la solucién del mismo, el 46% de los estudiantes reconocieron que el
conjunto solucion es la coordenada cartesiana (X, y) de interseccion entre
las rectas, valores que al ser reemplazados satisfacen las igualdades.
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Figura 2. Evidencia de relacion del registro grafico con el algebraico del SEL %2 y
comprobacion de la coordenada cartesiana central del rectangulo, utilizando método grafico.

Por otro lado, el 47% de los participantes acudié al algin método
algebraico, especialmente el de reduccion y concluye que el par ordenado
encontrado, coincide con la coordenada cartesiana de interseccion entre
las rectas diagonales del rectangulo.

~. 1) o

Figura 3. Evidencia de relacion del registro grafico con el algebraico de un SEL 2x2 y
comprobacion de la coordenada central del rectangulo método algebraico de reduccion.

Actividad 3. Parte de plantearles a los estudiantes el enunciado el
perimetro del rectangulo es de 10 unidades, la diferencia entre el triple
del ancho y el triple largo equivale a 9 unidades, se les pregunt6 ;cuales
son las dimensiones del rectangulo?; al hacer el andlisis al tercer paso
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de la heuristica de Polya (1965) el 33% de los estudiantes plantea como
estrategia de solucion el registro grafico, identificando la coordenada
cartesiana (x,y) de interseccion entre las rectas, evidenciado la conversion
del registro algebraico al grafico, y el 60% utiliz6 algiin método algebraico,
sin embargo, en el cuarto paso de la heuristica Polya (1965) cuando dan
respuesta a la pregunta sobre si existe otra solucion, cual seria, un 20%
de los estudiantes reconocen que otra posible solucion al SEL 2x2 es por
método grafico.
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Figura 4. Evidencia de representacion y solucion grafica a un SEL 2% 2,

Actividad 4. Se plantea a los estudiantes una situacion basada en una
bandera que esta conformada por un tridngulo isésceles y dos trapecios
rectangulares, en los cuales la union de estas tres figuras planas conforma
un rectangulo. Para esta representacion se solicitd a los estudiantes
inicialmente graficar en un solo plano cartesiano un par de tablas,
luego dibujar un tridngulo isésceles donde su base este en el eje de
las ordenadas, de acuerdo con ello, se solicitd graficar cada uno de los
trapecios rectangulares de tal manera que el perimetro de la bandera sea
36 unidades, y la base mayor de cada trapecio rectangular sea el doble de
la longitud de la base del tridngulo.
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Figura 5. Representacion de la bandera

La actividad consisti6 en comprobar que el vértice de coordenadas
cartesianas ¥/ del tridngulo is6sceles aue se encuentra en el interior de
la bandera, es la solucion a un SEL 2% 2, cuyas ecuaciones son dos de
las rectas que limitan el tridngulo. En un primer momento los estudiantes
realizaron la conversion del registro grafico al algebraico del objeto
matematico, donde un 20% de la poblacion reconocio el método grafico
como la solucidn al sistema planteado.

(@ ysnnq  Reenelo o Coordenadk del pontoF due es(u6) EN1G E-C 2A2

oy 061329 ©6-3:3
Oa"-x-s G- Mo

Figura 6. Evidencia de reconocer la solucion a un SEL 2% 2 por método grafico.

5

Finalmente, el 60% de los estudiantes recurren al algin método
algebraico para solucionar el sistema, por ejemplo, utilizaron el método
de igualacion, expresando el sistema en la representacion funcional (la
variable “y” en funcidn de la variable “x”) para luego realizar el algoritmo
correspondiente.

y=x¥Y3 Y=Y
= —xYd X‘faz"f‘-q L
1 LR =8 ::“
2% =
* =3

1 Figura 7. Evidencia utilizando el método de igualacion para la solucion a un SEL 2xZ
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Conclusiones

Los estudiantes diferenciaron las representaciones del objeto
matematico de estudio con una sola solucidn, esto se destacO en el
proceso de conversion del registro grafico a algebraico y viceversa, sin
embargo, un porcentaje significativo de la poblacion optd por utilizar
métodos algebraicos convencionales para resolver un 2 x 2 SEL. La
metodologia de la Ingenieria Didactica, en una primera fase, permitio a
los investigadores conocer el objeto matematico, inicialmente, desde el
punto de vista historico y epistemologico, luego, los errores y dificultades
que tenian los estudiantes en cuanto a las actividades cognitivas de
cuidado y Conversion, de igual forma, de un andlisis didactico de los
recursos disponibles en el instituto de ensefianza SEL 2 x 2.

En la segunda fase se disefiaron y consideraron aspectos de las
matematicas, utilizando los diferentes métodos convencionales
para resolver un SEL 2 x 2,y en el campo cognitivo la relacion de la
representacion grafica con el objeto de estudio algebraico, realizando un
analisis sobre las posibles dificultades y soluciones. La tercera fase fue la
experimentacion y finalmente la cuarta fase se analizaron las producciones
escritas por los estudiantes, mostrando el método preferido para resolver
un SEL 2 x 2.Con la estrategia didéctica para la resolucion de problemas
que sigue la heuristica de Polya (1965), se obtuvo que los estudiantes
hicieran metacognicion, cuando identificaron los diferentes métodos
para resolver un SEL 2 X 2 y relacionaron tanto las representaciones
como las soluciones que encontraron del objeto matematico de estudio,
contribuyendo a una mejor comprension.
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