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Resumen

Este articulo se presentan resultados de un estudio realizado con
estudiantes de educacion media de un colegio de la ciudad de Tunja, con
edades comprendidas entre 14 y 17 afios. La investigacion estd centrada
en analizar de qué manera los estudiantes conjeturan y formalizan
nociones y propiedades sobre objetos geométricos relativos al tridngulo
y la generalizacion de leyes matematicas como el teorema del seno, a
partir de la exploracion de un ambiente de geometria dindmica disefiado
en el programa GeoGebra. Se aborda la tematica correspondiente a
la resolucién de triangulos, analizando el caso particular en que se
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conocen las longitudes de dos (2) lados del triangulo y la medida del
angulo opuesto, a alguno de estos. La metodologia se contextualiza bajo
un paradigma cualitativo, de tipo descriptivo — interpretativo. Para el
aprendizaje en el aula se adopta el aprendizaje heuristico (Bruner, 1966)
y en su analisis el enfoque cognitivo, inherente a las maneras de ver en
geometria propuestas por Duval (2016). Se resalta que la experimentacion
heuristica en un ambiente virtual de geometria dindmica, facilité a los
estudiantes los procesos de exploracion y conjeturacion respecto a las
propiedades de objetos geométricos relativos al triangulo, asi como
una mejor visualizacion de las posibles soluciones en la resolucion de
triangulos.

Palabras clave: triangulo, conjeturacion, formalizacion, ambiente de
geometria dinamica, aprendizaje por descubrimiento.

Abstract

In this article, the partial results of an in process study are presented. The
participants media education students from a school in Tunja with ages
between 14 and 17 years old. The aim is to analyze the way how students
surmise and formalize notions and properties about geometric objects
concerning the triangle and also about the generalization of mathematical
rules such as the sine theorem as of the exploration of and environment
of dynamic geometry designed in the GeoGebra software. The resolution
of triangle is addressed, analyzing specifically how the length of two
triangle’s sides as well as the measure of the opposite angle of any of
these are known. The research is based on the descriptive-interpretative
qualitative approach, taking into account the based on the learning by
discovering methodology (Bruner, 1966) and the ways of seeing in
geometry proposed by Duval (2016). It is highlighted that the heuristic
experimentation in the dynamic geometry environment, facilitated to
the students the processes of exploration and conjecture regarding the
properties of geometric objects relative to the triangle, as well as a better
visualization of the possible solutions in the resolution of triangles.

Key words: triangle, surmising, formalization, dynamic geometric
environment, learning by discovering
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Introduccion

Actualmente la geometria es area compleja (Steen, 1999) y su aprendizaje
implica abordar nuevas tendencias plasmadas en los esfuerzos de
educadores e investigadores de la educacion matematica; su tematizacion
como contenido escolar se desarrolla en la educacion basica y media,
aunque no de una manera intensa. Por tal motivo, es importante que
en el disefio de actividades y situaciones de aprendizaje de objetos
geométricos se incorpore el uso de mediaciones que estimulen el trabajo
de los estudiantes. Tal es el caso de los programas de geometria dindmica,
los cuales han ganado importancia en los Gltimos afos, ya que permiten
el disefio de ambientes de aprendizaje que contribuyen en el alcance
de objetivos propuestos mediante el desarrollo de tareas geométricas
creativas que propicien aprendizajes mas solidos.

En este sentido, el disefio y aplicacion de ambientes de geometria dindmica
posibilitaalos estudiantes una mejor exploraciony visualizacién de objetos
geométricos, permitiéndoles la experimentacion con las propiedades de
estos objetos de forma dinamica, complementando de esta manera el uso
de materiales analdgicos en las construcciones con regla y compds, que
a su vez son de gran importancia, pues ponen en juego el desarrollo del
pensamiento espacial (Vasco, 2017) y conjeturacion de los estudiantes al
realizar dichas actividades geométricas.

Es asi como en el aprendizaje de la geometria es importante que los
estudiantes se involucren en la experimentacion con distintos sistemas
de representacion (Duval, 1999 y 2016), por medio de los cuales
puedan clarificar de mejor manera los diferentes objetos geométricos.
Los ambientes de geometria dinamica son mediaciones que permiten
visualizar y reconocer figuras bidimensionales de forma interactiva, ya que
permiten ampliar el dominio de los dibujos con herramientas de arrastre,
rotacion, traslacion, entre muchas otras. Partiendo de los significados
personales de los estudiantes, la utilizacion de estas herramientas en el
desarrollo de tareas geométricas especificas, les permite llegar a una
institucionalizacion de significados, para lo cual es clave el rol del docente
al disenar y proponer actividades adecuadas que ayuden a consolidar
aprendizajes.

Bajo estas consideraciones, en el desarrollo de esta investigacion, se
adoptan enfoques de aprendizaje por descubrimiento (Bruner, 1966),
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ya que se busca que los estudiantes puedan generar conocimiento por si
mismos, sobre el tridngulo y sus propiedades, a partir de la exploracion de
un ambiente de geometria dindmica, disefiado en el software GeoGebra.
En este ambiente virtual se proponen actividades que desarrollen el
proceso de conjeturacion (Mason, 1989) sobre nociones y propiedades
del triangulo, con miras a la formalizacion del teorema del seno, mediante
el desarrollo de una tarea referente a la resolucion de triangulos.

La motivacion de la investigacion, surge a partir de la dificultad mostrada
por algunos estudiantes al momento de estudiar los casos de resolucion
de triangulos:

No consideraban las medidas dadas para la construccion de
tridngulos, sino que realizaban representaciones gréficas sin tener
en cuenta dichas medidas, ya que no era usual en ellos utilizar regla,
compas y transportador para trazar los lados y angulos del triangulo
con las medidas dadas.

no era natural para ellos identificar las posibilidades que se tenian al
momento de construir el triangulo con las medidas dadas. Es decir,
no identificaban facilmente cuando podia tenerse dos soluciones,
unica solucion o ninguna solucion.

A partir de estas dificultades detectadas previamente, surgio la necesidad
por disefar, aplicar y evaluar una secuencia que ayudara a mitigar la
problematica evidenciada, y del mismo modo, activaran los procesos de
exploracion y conjeturacion sobre nociones y propiedades del triangulo,
con miras a la formalizacion del teorema del seno.

Marco teorico

La geometria como asignatura del curriculo de formacion basica es de gran
importancia, ya que permite a los estudiantes desarrollar el pensamiento
espacial, mediante las diferentes estrategias clasicas y procesos innovadores.
Para esto, es importante el disefio de actividades abiertas o blandas
(Laborde; 1998) que involucren diversas tareas geométricas que permitan
a los estudiantes generar nuevo conocimiento a partir del trabajo con las
representaciones semioticas (Duval, 1999). Para Bruner (1969, citado por
Guillar, 2009), en el aprendizaje por descubrimiento, “el instructor debe
motivar a los estudiantes para que sean ellos mismos los que descubran
relaciones entre conceptos y construyan conocimientos” (p. 238).
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El descubrimiento de relaciones entre nociones y propiedades de objetos
geométricos puede propiciarse mediante el uso de ambientes de geometria
dinamica en los que se involucre el desarrollo de diversas tareas que
permitan la exploracion y experimentacion con las propiedades de dichos
objetos, para lo cual el uso de estas herramientas virtuales es clave, ya
que pueden contribuir en gran medida a mejorar el proceso de aprendizaje
de la geometria plana. Acorde con esta idea, Correa & Pablos (2009)
afirman:

El uso de la tecnologia introduce nuevas formas de ensefianza y
aprendizaje que implican cambios en qué aprender y en lo que hacen
los estudiantes y profesores dentro y fuera de las aulas. Las TIC’s se
encuentran en el centro de las competencias y habilidades necesarias
para asegurar el aprendizaje a lo largo de la vida. La introduccion de
las TIC’s en el contexto educativo ha dado un nuevo impulso a la
pedagogia, estimulando al sistema escolar en la busqueda de nuevos
caminos para aprender (p. 134).

Cabe destacar que el uso las herramientas virtuales en la clase de geometria
llama la atencion de los estudiantes, en la medida en que estas promueven
su creatividad y genera en ellos mayor interés por la exploracion de objetos
geométricos y de sus propiedades. En este sentido, la incorporacion de
las TIC en el aula como mediadoras en el proceso de aprendizaje lleva
a valorar y reflexionar sobre su eficacia en la ensefianza, y ante esto,
el docente debe proponer a los estudiantes diferentes actividades que
propicien la consolidacion de nuevos aprendizajes (Fandos, Jiménez &
Gonzalez, 2002).

Esto ha llevado a que en los ultimos afios haya sido de gran importancia
y acogida el uso de software de geometria dindmica como mediaciones
para explorar con representaciones en el aprendizaje de la geometria.
En el caso particular de GeoGebra al ser un programa de libre acceso
crea mayores posibilidades de utilizacion en el aula. En este sentido Ruiz
(2013), comenta:

Sin duda, la utilizacion de software especifico como acompainamiento
en la construccion del aprendizaje matematico de los estudiantes,
es una de las grandes potencialidades de las TIC en el aula de
Matematicas. Por otro lado, la utilizacion del software libre se
consolida cada vez mas como la alternativa mas idénea para el uso
de las TIC en el ambito educativo (p. 21).
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Al respecto del papel de los ambientes virtuales de aprendizaje con
geometria dindmica, Advincula (2018) comenta que “[...] todo docente
debe promover el desarrollo del pensamiento geométrico en sus estudiantes
y en este sentido el GeoGebra es una herramienta muy util pues permite
explorar; descubrir; elaborar, refutar y verificar conjeturas; encontrar
contraejemplos; comprobar propiedades y realizar generalizaciones” (p.
1940).

Sobre la exploracion de geometria elemental en el aula, Camargo (2010)
afirma que esta “es fuente de significados de ideas susceptibles de
organizacion en cadenas deductivas, generalmente se lleva a cabo sobre
figuras dibujadas en papel y lapiz, construidas con instrumentos de trazo
o realizadas mediante un programa informatico de geometria dinamica”

(p. 50).

Contextualizados en el enfoque semidtico cognitivo para la comprension
y significado en matematicas, en cuanto a las maneras de ver en geometria,
Duval (2016) propone cuatro entradas clésicas a la geometria: el botanico,
el agrimensor gedmetra, el constructor y el inventor artesano. Estas se
evidencian al abordar las tareas geométricas por parte de los estudiantes
a partir de la exploracion que ellos hacen en el ambiente de geometria
dinamica propuesto (p. 13).

Metodologia

Para el desarrollo de la investigacion se tom6 como unidad de analisis
un grupo de estudiantes de grado Décimo de un colegio de la ciudad de
Tunja, con edades comprendidas entre 14 y 17 afios. La recoleccion de
informacion se hizo a través de cuestionarios validados con preguntas
abiertas y mediante grabaciones de audio y video. Se tuvo en cuenta un
enfoque cualitativo de tipo descriptivo — interpretativo, con el objetivo de
describir y analizar de qué manera los estudiantes conjeturan y formalizan
nociones y propiedades relativas al tridngulo en geometria plana. Para
Fiorentini & Lorenzato (2010), en una investigacion descriptiva, “el
investigador desea describir o caracterizar con detalles una situacion, un
fenomeno o un problema” (p. 43).

En la primera etapa de investigacion se trabajo una sesion de dos horas,
sobre actividades que contemplan la resolucion triangulos, a partir de datos
conocidos de sus elementos. Previamente se habia trabajado en algunas
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sesiones, lo relacionado con la nocién de tridngulo y su clasificacion de
acuerdo a la medida de sus lados y angulos.

En la segunda etapa se implementd, en una sesion de dos horas, el ambiente
de geometria dinamica elaborado en el Programa GeoGebra, relacionado
con la resolucion de tridngulos. Alli, los estudiantes trabajaron de forma
individual, explorando dicho ambiente y contestando de forma escrita
cada una de las preguntas planteadas y las que ellos se formularon en la
dindmica de trabajo.

En la tercera etapa, se socializaron colectivamente las respuestas dadas
por los estudiantes en la aplicacién del ambiente de geometria dinamica,
en la que el docente actudé como asesor en los procesos de conjeturacion
y generalizacion de las propiedades del tridngulo, con miras hacia una
posible formalizacion del teorema del seno, argumentando los casos
especificos en los que es posible su utilizacion.

Finalmente, se hizo un analisis de los resultados encontrados en la
experimentacion del ambiente de geometria dinamica y de la socializacion
hecha, con el fin de presentar un andlisis descriptivo sobre la manera
como los estudiantes conjeturan y formalizan nociones y propiedades de
los objetos geométricos estudiados.

Resultados

Se presenta a continuacion un analisis de resultados parciales obtenidos
en las etapas 1 y 2, mediante el desarrollo de las tareas matematicas
propuestas a los estudiantes en diferentes sesiones de clase.

Etapa 1. Construccion de triangulos con regla, graduador y compas, a
partir de algunas medidas dadas y posterior resolucion de cada uno de
estos.

Se trabajo una sesion de clase con una duracion de dos horas, sobre los
casos que se pueden tener al momento de resolver triangulos, a partir
de medidas conocidas de sus elementos. Se realizaron construcciones de
triangulos, conocidas las longitudes de dos de sus lados y la medida del
angulo opuesto a alguno de estos, utilizando regla, graduador y compas.
Aunque los estudiantes presentaron dificultad para identificar en qué casos
podia tenerse la posibilidad de obtener solucion tnica, dos soluciones
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o ninguna solucion, a medida que iban realizando las construcciones
respectivas de acuerdo a las medidas dadas, pudieron determinar con
mayor propiedad las posibilidades en cada caso. Posteriormente, se pedia
hallar de forma analitica las medidas de los otros dos dngulos y del lado
faltante usando propiedades del triangulo ya vistas.

En cuanto a la actividad y tarea matematica, Ponte (2004), comenta que
“principalmente, los alumnos obtienen el aprendizaje a partir de los
factores clave: la actividad que realizan y la reflexion que efectiian al
respecto”, y en este sentido, una tarea es el objetivo de dicha actividad

(p- 2).

De acuerdo a esta tipificacion de las tareas matematicas, en este caso se
propuso a los estudiantes una tarea tipo ejercicio, de duracion corta y en
el contexto de la matematica elemental, como se muestra en la tabla 1.
Previamente, los estudiantes habian tenido experiencia en la realizacion
de construcciones con regla y compas, particularmente de triangulos
segun su clasificacion por la medida de sus lados y de sus angulos.

Tabla 1

Tarea matematica sobre construccion de triangulos.

Construccion y solucion analitica de triangulos a partir de medidas
dadas.
Construir cada uno de los triangulos de acuerdo a las medidas dadas

de los lados @ y By del angulo ® opuesto al lado ®. Luego hallar las

medidas de los otros dos dangulos y del lado faltante.
| a=5cm b=8cm a=25°

7. a=7cm b=6cm a =60

3 a=4cm b=8cm a=50°

Elaboracion propia.

Luego que los estudiantes realizaron la construccion de cada uno de los
triangulos, se pidid que identificaran cuantas soluciones existian en cada
caso y que resultados podia establecer al resolver esta tarea propuesta.

Para el primer caso, en donde se tiene dos posibles soluciones, la mayoria
de estudiantes no pudieron identificar facilmente como podria hallarse
la segunda solucion. Sin embargo, se les pidi6 que dibujaran la segunda
solucion con ayuda de un compads, para lo cual hicieron el respectivo trazo
para generar el segundo tridngulo posible, guardando las medidas dadas
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inicialmente. En este punto, algunos estudiantes presentaron dificultad
al momento de solucionar de forma analitica el segundo tridngulo
dibujado. Evidentemente, los dos tridngulos posibles de dibujar en el
primer caso, son de diferente area, y aunque para algunos estudiantes no
habia claridad del como podria dibujarse el segundo tridngulo, surgieron
algunas preguntas: ;puede iniciarse la solucion por cualquiera de los dos
tridngulos? A la cual varios estudiantes contestaron que, si era posible
empezar por el de menor area y luego el de mayor area, o de viceversa,
como la mayoria de ellos habia hecho en este caso.

Al solucionar el segundo problema planteado, se inici6 la construccion
del respectivo tridangulo, surgiendo la pregunta inmediata: ;profesor
como se construiria aqui el otro tridngulo? Ante esto se indicd que
intentaran construirlo para luego analizar las posibilidades existentes.
Posteriormente, algunos estudiantes contestaron que no se podia encontrar
un segundo triangulo, luego de intentar varias veces la construccion del
mismo.

Para el tercer caso, se pidid a los estudiantes hacer la construccion del
tridngulo pedido. Ellos intentaron construirlo de acuerdo al procedimiento
usado en los dos casos anteriores, pero se hizo evidente un conflicto ya
que no pudieron dibujarlo. Se les formul6 la pregunta: ;Qué puede decirse
en este caso? a lo que la mayor parte de los estudiantes respondieron
que no era posible la construccion del tridngulo con las medidas dadas.
Finalmente, se les plante6 responder los siguientes interrogantes: ;Qué
sucede cuando el lado @ es menor que el lado 2? ;Qué pasa si el lado @
es mayor que el lado 22 ;Qué sucede cuando los dos lados son iguales?;
ante los cuales no surgieron respuestas esperadas, aun cuando la mayor
parte de estudiantes pudo construir cada uno de los tridngulos pedidos.

Con base en este analisis, se consolid6 la planeacion de una tarea
matematica que permitiera a los estudiantes la exploracion dindmica del
triangulo y sus propiedades y del mismo modo potenciara el proceso de
conjeturacion de nociones y propiedades de dichos objetos, con miras a
la formalizacion del teorema del seno.

Etapa 2. Experimentacion con el ambiente de geometria dinamica.

Acorde con el planteamiento de Ponte (2004), se propuso a los estudiantes
una tarea de exploracion, de duracion media y contextualizada en las
matematicas elementales. Para esto, se facilito a cada uno de ellos un
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ambiente de geometria dindmica, el cual contenia preguntas abiertas
que los estudiantes debian responder de manera individual a partir de la
exploracion y visualizacion de objetos geométricos en el ambiente dado.
Mediante las tres primeras preguntas, se buscaba que los estudiantes
identificaran nociones y propiedades relativas al tridngulo en geometria
plana y a su clasificacion. La siguientes cinco preguntas estaban
encaminadas a la formulacion y validacion de conjeturas sobre la nocion
y propiedades del tridngulo, con miras hacia una posible formalizacion
del teorema del seno.

Se exploro en el ambiente de geometria dinamica disefiado en el programa
GeoGebra, denominado Animacion triangulos. Dicho ambiente estaba
centrado en la resolucion de triangulos, enfatizando el caso particular en
el que se conocen las longitudes de dos lados del triangulo y la medida
del angulo opuesto a alguno de estos. Alli, los estudiantes trabajaron de
forma individual, explorando dicho ambiente y contestando de forma
escrita cada una de las preguntas planteadas. A continuacion, se muestra
una imagen tomada de la pantalla principal del programa GeoGebra con el
ambiente de geometria dindmica propuesto (figura 1), y de las preguntas
orientadoras que contenia el mismo (tabla 2).

€2 ANIMACION TRIANGULOS.ggb =) =] X
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A< Aol X+

fCv

=627 MUEVA LOS DESLIZADORES MANUALMENTE O ACTIVE
LA REPRODUCCION AUTOMATICA. EXPLORE EL RECURSO

YLUEGO CONTESTE LAS PREGUNTAS PLANTEADAS.

b=897

Qué figuras geométricas puede observar?

Qué caracteristicas puede observar en los diferentes
tridngulos formados?

{Cémo clasificaria los diferentes tridngulos observados?

¢En qué condiciones se genera algin tipo de trisngulo

y en qué condiciones no se genera ninguno de estos?

¢Qué relaciones encuentra entre las medidas de los
lados y las medidas de los 4ngulos de los diferentes
triangulos formados? Describalas.

¢Qué relaciones frigonométricas puede establecer en
los diferentes triangulos encontrados? Describalas.

Qué resultado general puede escribir a partir de la

observacion y exploracién hecha?

®

Entrada:

Figura 1. Ambiente de geometria dindmica disefiado y evaluado. Elaboracion propia.
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Tabla 2

Tarea matematica basada en la exploracion del ambiente de geometria dindmica.

Preguntas orientadoras contenidas en el ambiente de geometria dinamica.

1. ;Qué figuras geométricas puede observar?

2.;Qué caracteristicas puede observar en los diferentes triangulos
formados?

3. (Coémo clasificaria los diferentes triangulos observados?

4. (En qué condiciones se genera algun tipo de tridngulo y en qué
condiciones no se genera ninguno de estos?

5.;Qué relaciones encuentra entre las medidas de los lados y las
medidas de los angulos de los diferentes tridngulos formados?
Describalas.

6. ;Qué relaciones trigonométricas puede establecer en los diferentes
triangulos encontrados? Describalas.

7. (Qué resultado general puede escribir a partir de la exploracion y
observacion hecha?

8. (Qué situaciones de su cotidianidad podria resolver utilizando la
tematica de este recurso de GeoGebra? Describa el procedimiento
que usaria para resolver cada una de estas.

Elaboracion propia.

Mediante el planteamiento de las preguntas y la exploracion hecha en
el ambiente de geometria dindmica, se pretendia que los estudiantes
pudieran hacer conjeturas sobre nociones y propiedades del tridngulo en
geometria plana, con miras a la generalizacion del teorema del seno. A
continuacion, se presenta la transcripcion de algunas respuestas dadas por
los estudiantes a las diferentes preguntas planteadas.

Pregunta 4. [En qué condiciones se genera algun tipo de tridngulo y en
qué condiciones no se genera ninguno de estos?

E4. No se forma cuando solo un angulo o dos forman 180°.
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ES5. Un triangulo se puede generar dependiendo tanto como de la

medicion de los angulos, donde el angulo no puede medir ni 0° ni
180°.

E7. Los triangulos se generan en el momento en que sus tres lados se
unen y la suma de sus angulos internos es igual a 180°.

Los triangulos no se generan debido a que los dngulos son muy
grandes y no permite la interseccion entre sus lados, sin embrago
considero que, si expandiera al infinito los lados desunidos, en algun
momento se deberian unir.

E10. En la condicion cuando el lado a es menor que el lado b, no se
genera un triangulo, y también cuando el lado ¢ es mayor que el
lado a.

E22. Que, si se modifica alguno de sus angulos, cambian sus lados.

Bajo la exploracion en el ambiente dado, en cuanto a las longitudes de
los lados y medida del &dngulo, algunos estudiantes presentaron casos
particulares en los que no era posible formar un tridngulo. En la figura 2
se presenta el caso del estudiante E18.

A= 5,5 a = HB,15 A= 2,895
b= 6,88 v = 7,39 b =8, @,S
X = 667 o= qN° e = 25

Figura 2. Ejemplo de casos particulares en los que no hay solucion del triangulo. Elaboracion propia.

Pregunta 5. [Qué relaciones encuentra entre las medidas de los lados
y las medidas de los angulos de los diferentes tridngulos formados?

Describalas.

E1. Que depende, se puede saber y conocer los angulos de los demas
vértices, y si tenemos al menos dos lados podemos hallar y conocer
el lado que falta.

E4. Las relaciones que pude encontrar son:

Tener un angulo de 180°, se van a unir los 3 lados, pero no se forman
ningun triangulo.

Al cambiar el dato del angulo que esta en el vértice A, no cambia el
lado opuesto a este vértice.
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E6. Cuando sus lados son iguales, sus angulos también lo son.

E7. Cuando el angulo disminuye, su lado opuesto también. Sin embargo,
también se pueden formar 2 triangulos a la vez, dependiendo de la
amplitud de los angulos internos.

E9. Si los lados aumentan los dngulos disminuyen y viceversa.

E10. Que al formar un angulo de 180° se unen los lados, pero no se
forma un triangulo. Y al tener un angulo de mas de 40° no se forma
por el lado b, no se puede formar un triangulo.

E14. La relacion que puedo concluir es que el angulo no puede ser de
0°y tampoco de 180° para formar un triangulo y los lados se pueden
concluir mediante el angulo.

E21. Pueden llegar a variar dependiendo de la clase de triangulos que
sean, los lados disminuyen y los angulos aumentan.

E23. Cuando dos lados del triangulo son iguales, sus angulos lo son
de la misma manera.

Cuando un lado (a y b) se mueve, el angulo * sigue teniendo su
mismo valor.

Cuando el angulo ® cambia su valor, entonces dos de sus lados
cambian.

Cuando el lado a es mayor al lado que no se pude mover, se forma
un segundo triangulo con la medida igual en el lado a y b.

E30. Si se modifica algun angulo, el lado que corresponde a ese angulo
también se modifica.

Pregunta 6. ;Qué relaciones trigonométricas puede establecer en los
diferentes triangulos encontrados? Describalas.

E7. En los distintos triangulos formados se pueden establecer las
relaciones trigonométricas conocidas hasta el momento, tales como:
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Figura 3. Relaciones trigonométricas en los triangulos encontrados.

Fuente: elaboracion propia.

E9. Si se forma un triangulo rectangulo se le podrian sacar todas
las relaciones trigonométricas: seno, coseno, tangente, secante,
cosecante y cotangente.

E15. Cuando se forma un triangulo isosceles los dngulos son los
mismos.

Pregunta 7. ;Qué resultado general puede escribir a partir de la
exploracion y observacion hecha?

E2. Se puede decir que el angulo y los lados que forman un triangulo
pueden variar.

En las transcripciones anteriores se evidencian algunas respuestas dadas
por los estudiantes a las diferentes preguntas planteadas, en las cuales se
detecta que la mayoria de ellos formuld conjeturas sobre propiedades del
triangulo. A continuacién, se destacan y analizan algunos aspectos en el
proceso de conjeturacion de los estudiantes.

- Pudieron determinar cuando se podia generar o no un tridngulo a
partir de la observacion y exploracion de las medidas de angulos
y longitudes de los lados dadas en el ambiente, y comparando con
aquellas que se generaban a partir del movimiento de los deslizadores,
en donde iban resultando diferentes tipos de tridngulos o ninguno de
estos.

Los estudiantes determinaron a partir de la comparacion entre las
longitudes de los lados y medidas de los dngulos, algunos ejemplos
de condiciones en las que no se puede generar ningun triangulo.

Sobre las relaciones entre lados y dangulos de los diferentes
triangulos formados, los estudiantes pudieron establecer conjeturas
respecto a que el cambio en la medida de los angulos de un tridngulo,
implica cambio en los lados de dicho tridngulo. Algunas de estas se
consideran erroneas en la formulacion, ya que no son validas. Sin
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embargo, algunas lo son parcialmente, como en el caso de afirmar
que en un triangulo que tiene lados iguales, implica que sus angulos
también son iguales.

- Acerca de las relaciones trigonométricas, pocos estudiantes hicieron
afirmaciones erroneas, pues afirman que para cualquier tridngulo se
pueden aplicar relaciones trigonométricas que solo tienen validez en
los tridangulos rectangulos.

- Algunos estudiantes no pudieron establecer resultados generales que
pudieran llevar a la formalizacioén de teorema del seno. Ellos pudieron
identificar de acuerdo a la exploracion hecha de los diferentes
triangulos, las condiciones para los casos en que se pueden tener dos
soluciones, Unica solucidon o ninguna solucion, pero en algunos casos
se evidenci6 la formulacion de conjeturas sobre la formalizacion de
dicho teorema.

Finalmente, se pidid a los estudiantes trabajar de manera grupal en la
grabacion de un audio socializando sus respuestas a la pegunta 7, contenida
en el ambiente virtual: ;Qué resultado general puede escribir a partir de la
exploracion y observacion hecha? Aqui los estudiantes hicieron algunas
apreciaciones, las cuales se presentan en la tabla 3.
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Tabla 3

Socializacion grupal: proceso de conjeturacion por parte de los estudiantes.

Socializacion de respuestas a la pregunta 7, mediante grabacion de
audio.

Grupos 1.
Al cambiar un lado, va a cambiar un angulo y otros no.

Grupos 2.

Cuando la circunferencia es muy grande o muy pequeria, los cate-
tos no rozan con ella.

Cuando los angulos aumentan el triangulo disminuye.

Grupos 3.
A partir de los deslizadores podemos mirar la variacion de sus me-
didas tanto en sus lados y angulos.

Se puede observar la aplicacion de algunos temas vistos en clase.
Es el caso 2, donde se encuentra lado, lado y dngulo, y de esto se
pueden obtener dos respuestas.

Grupos 4.

Hay distintos tipos de triangulos que se pueden sacar y observar
con angulos distintos.

Existen infinidad de triangulos con diferentes medidas, y cada uno
tiene diferencias.

Grupos 5.

Cuando un dngulo, en este caso alfa (%), aumenta en grados, se
hara mas grande, pero cuando se aumenta por mas de 180° este
desaparecera.

Elaboracion propia.
Etapa 3. Socializacion grupal.

Para esta sesion se programo una socializacion grupal, mediante la cual
se pretendia que los estudiantes respondieran cada una de las preguntas
planteadas en el ambiente de geometria dindmica, el cual se proyectd en
el aula de clase, de tal manera que todos pudieran hacer observacion del
mismo. Se buscaba que ellos pudieran conjeturar acerca de las propiedades
del tridngulo, con el fin de encaminarlos a una posible formalizacion del
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teorema del seno usado en la resolucion de triangulos y argumentando los
casos especificos en los que es posible su aplicacion.

En este caso, los estudiantes podian responder de manera libre y
espontanea a cada una de las preguntas planteadas. Aunque no se logro
que la totalidad de ellos dieran sus aportes o que argumentaran sus ideas
respecto a la observacion hecha del ambiente, varios de ellos lo hicieron,
generando de esta manera algunos aportes importantes.

Mediante esta socializacion grupal, los estudiantes pudieron hacer
afirmaciones y formular conjeturas en las que se evidenciaron argumentos
validos, hechos a partir de la exploracion y observacion que cada uno
de ellos hizo del ambiente. Con respecto a la argumentacién autores
como Dual (1991), Bartolina et al; (1997), (citados por Camargo, 2010),
comentan:

Durante la exploracion, formulacion y socializaciéon de una conjetura
(en el curso de la resolucion de un problema), el término ‘argumentar’
se refiere a esgrimir razones o puntos de vista en pro o en contra de
una afirmacion con el objeto de dar cuenta de la plausibilidad de un
enunciado, establecer un cierto grado de certeza de éste y postularlo como
candidato para hacer una demostracion. Las razones o puntos de vista
pueden ser manifestaciones verbales, visuales, numéricas o de cualquier
indole. Una argumentacion consiste de uno o mas argumentos conectados
coherentemente, pero no necesariamente deductivamente (p. 52).

La orientacién guiada por medio de preguntas propuestas, permitid
a los estudiantes formular y validar conjeturas bajo argumentos dados
por algunos y cuestionados por otros, debido a que afirmaban que los
primeros estaban diciendo algo equivocado. A continuacién, se describe
el caso en el que un estudiante hace una afirmacion que es considerada
erronea por una de sus compafieras, quien inmediatamente replantea la
idea inicial, llevandola a la forma como ella considera que es adecuada,
“si la medida de los angulos del triangulo aumentan, los lados también”’;
ante esto, una de sus compaiieras responde que no necesariamente es ast,
y para tratar de justificar su argumento, afirma: “si la medida de algunos
de los angulos aumenta, el lado adyacente a este disminuye”.
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El accionar de los estudiantes ante situaciones como la descrita
anteriormente, evidencia el hecho de que ellos pueden consolidar
aprendizajes a partir de los aportes brindados por sus compaferos. En este
sentido, el proceso de formulacion y validacion de conjeturas, generado a
partir de la exploracion y observacion, les permite establecer afirmaciones
validas respecto a las propiedades de diferentes objetos geométricos, con
ayuda de un ambiente virtual en el que dichos objetos no se estudian de
forma estatica, sino dinamica.

Finalizadas las tres sesiones usadas para el desarrollo de la secuencia,
puede decirse que, si bien los estudiantes no llegaron a formular conjeturas
que implicaran la formalizacion del teorema del seno, la mayoria de ellos
pudieron establecer algunas propiedades del triangulo en geometria plana
y del mismo modo, identificaron caracteristicas que hacen posible la
construccion de tridngulos a partir de condiciones dadas.

Conclusiones

La experimentacion heuristica del ambiente de geometria dindmica
permiti6 a los estudiantes una mejor exploracion y trabajo con
representaciones semioticas y con las propiedades de objetos geométricos
relativos al triangulo. Facilito la visualizacion de las posibles soluciones
en la resolucion de tridngulos, particularmente el caso en que se conocen
las medidas de dos de los lados y del angulo opuesto a alguno de estos,
para lo cual las construcciones con regla y compas limitan la exploracion
dindmica.

El rol de docente investigador permite ser mas observador de la realidad
en el aula, de los intereses y necesidades de los estudiantes; asi puede
planear y desarrollar actividades que permitan a los estudiantes a lograr
objetivos precisos, los cuales siempre deben estar encaminados a que
generen constantemente nuevos conocimientos. Particularmente en
el aprendizaje de la geometria con mediacion de ambientes virtuales
de aprendizaje les permitid trabajar con diversos sistemas semioticos
de representacion, claves en el desarrollo del pensamiento espacial,
a través de tareas abiertas que posibiliten los procesos de exploracion,
conjeturacion y generalizaciéon de nociones y propiedades de objetos
geométricos.

El mejoramiento de la préactica docente esta sujeto indiscutiblemente a
procesos de investigacion, en los que se puedan identificar problematicas
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reales, para luego desarrollar estrategias que permitan solucionarlas. En
este sentido, la educacion matemdtica como campo investigativo, ha
logrado consolidar elementos a través de diferentes perspectivas teoricas,
los cuales permiten desarrollar procesos de investigacion importantes
para lograr mejores aprendizajes en los estudiantes.

Referencias Bibliograficas

Apvincura, E. (2018). Conjeturas geométricas y GeoGebra. Acta
Latinoamericana de Matematica Educativa 31 (2), 1939-1944.

CaMarGO, L. (2010). Descripcion y analisis de un caso de ensefianza y
aprendizaje de la demostracion en una comunidad de practica de futuros
profesores de matematicas de educacion secundaria (Doctoral disertacion,
Universidad de Valencia).

CORREA, J. & DE PaBLOS, J. (2009). Nuevas tecnologias e innovacion educativa.
Revista de Psico Didactica, 14(1), 133-145.

Duvar, R. (1999). Semiosis y pensamiento humano. Cali: Universidad del Valle.

DuvaL, R. (2016). Las condiciones cognitivas del aprendizaje de la geometria.
Desarrollo de la visualizacion, diferenciaciones de los razonamientos,
coordinacién de sus funcionamientos. En R. Duval & A. Saénz (Eds).
Comprension y aprendizaje en matematicas: perspectivas semioticas
seleccionadas (pp. 13-60), Bogota: Editorial Universidad Distrital
Francisco José de Caldas.

FanDos, M., JIMENEZ, J. & GONZALEZ, A. (2002). Estrategias didacticas en
el uso de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion. Accion
Pedagogica 11 (1), 28-39.

F1orReNTINI D. & LORENZATO S. (2010). Investigacion en educacion matematica:
recorridos historicos y metodologicos. Traduccion al espaifiol de Alfonso
Jiménez Espinosa. Campinas, SP. Autores Asociados Ltda.

GUILLAR, M. (2009). Las ideas de Bruner: “de la revolucion cognitiva” a la
“revolucion cultural”. Educere, 13 (44), 235-241.

LABORDE, C. (1998). Cabri Geometry: una nueva relacion con la geometria.
Grenoble: Universidad Joseph Fourier, [UFM.

MasoN, J. ET ALTER (1989) Pensar matematicamente. Barcelona: editorial Labor
S. A.

PoNTE, J. (2004). Problemas e investigaciones en la actividad matematica de los
alumnos. La actividad matematica en el aula, 25-34.

97 Voces v ReALDADES - Nom 4 . ANo 2019 « Pia. 79 - 94



—— Publio Sudrez Sotomonte * Carlos Alberto Joya Cetina

Ruiz, J., (2013). Las TIC en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.
Bogota, Colombia: ediciones de la U.

STEEN, L. (1999). La ensenanza agradable de las matematicas. México: Limusa.

Vasco, C. (2017). Geometria activa y geometria de las transformaciones. Ted:
Tecné, Episteme y Didaxis. 10.17227/ted.num2-5706.

Forma de citar este articulo: Suarez Sotomonte, P. & Joya Cetina, C. A. (2019)
“Formalizacion del Teorema del Seno a partir de la Exploracion de un Ambiente
de Geometria Dindmica” Revista Voces y Realidades Educativas (4) pp. 79 - 98

Voces v ReAuDADES - NomM 4 . Avo 2019 « Pia. 79 - 98 98





